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O “Ultra Deep Field” do Hubble Space Telescope.
Quase todos os pontos luminosos desta imagem são uma galáxia inteira!

Estima-se que esta pequena região do Universo contenha quase 200 mil milhões de galáxias.
Esta região é na constelação Fornax (Fornalha - Hemisfério Sul). Os dados foram obtidos pelo HST entre Sep 3, 2003 - Jan 16, 2004. 

Esta região do céu foi escolhida por ter uma densidade baixa de estrelas brilhantes na região “near-field”.
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Cosmologia 
tem origem etimológica no grego:

“Cosmos”=ordem + “Logia”=estudo, tratado

A palavra Cosmologia 
foi usada primeiro pelo filósofo alemão Christian Wolff

no seu tratado “Cosmologia Generalis” (1730)

Placa no edifício de Wroclaw (hoje Polónia)
onde Wolff nasceu e viveu de 1679-1699



Compreender o que é o Universo, a sua origem e a sua evolução, 
está intimamente ligado a questões sobre 

o lugar do Homem no Universo. 



Compreender o que é o Universo, a sua origem e a sua evolução, 
está intimamente ligado a questões sobre 

o lugar do Homem no Universo. 

É pois natural que a generalidade das civilizações e culturas tenham 
desenvolvido Cosmologias míticas, com particular

ênfase na Cosmogonia (origem) e Escatologia (fim) do Universo. 



Compreender o que é o Universo, a sua origem e a sua evolução, 
está intimamente ligado a questões sobre 

o lugar do Homem no Universo. 

É pois natural que a generalidade das civilizações e culturas tenham 
desenvolvido Cosmologias míticas, com particular

ênfase na Cosmogonia (origem) e Escatologia (fim) do Universo. 



Compreender o que é o Universo, a sua origem e a sua evolução, 
está intimamente ligado a questões sobre 

o lugar do Homem no Universo. 

É pois natural que a generalidade das civilizações e culturas tenham 
desenvolvido Cosmologias míticas, com particular

ênfase na Cosmogonia (origem) e Escatologia (fim) do Universo. 



A Cosmologia científica moderna
aborda esta questão usando o método científico, 

baseado na 
linguagem matemática, 

nas leis da física com base empírica 
e em observações astrofísicas/cosmológicas.



A Cosmologia científica moderna
aborda esta questão usando o método científico, 

baseado na 
linguagem matemática, 

nas leis da física com base empírica 
e em observações astrofísicas/cosmológicas.

Baseado nestes princípios e métodos 
a cosmologia científica moderna atravessa uma

era revolucionária.



A Cosmologia científica moderna
aborda esta questão usando o método científico, 

baseado na 
linguagem matemática, 

nas leis da física com base empírica 
e em observações astrofísicas/cosmológicas.

Baseado nestes princípios e métodos 
a cosmologia científica moderna atravessa uma

era revolucionária.

Observações recentes de alta precisão 
restringiram consideravalmente as especulações teóricas

originando um extraordinário cenário para o que é o Universo:
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Como construímos um tão extraordinário modelo?



“Timeline”:

1915

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Pintura: Peter Wharton

A construção da 
Relatividade 

Geral
por A. Einstein

O espaço-tempo
é dinâmico

Gµ⌫ =
8⇡G

c4
Tµ⌫
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Animation: Gravity Probe B Team

“Espaço diz à matéria como se mover”
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“Timeline”:

Insatisfeito com o facto
de as soluções cosmológicas

das suas equações terem 
singularidades, Einstein 

modifica-as introduzindo a
Constante Cosmológica

 ”Cosmological considerations on the General Theory of Relativity”
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“Timeline”:

Insatisfeito com o facto
de as soluções cosmológicas

das suas equações terem 
singularidades, Einstein 

modifica-as introduzindo a
Constante Cosmológica

Com as novas equações, 
Einstein deduz uma nova solução 

cosmológica:
O Universo Estático de Einstein

 ”Cosmological considerations on the General Theory of Relativity”



1917

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

No mesmo ano Willem de Sitter 
descobre a solução para um 
Universo vazio das novas 

equações de Einstein:
o Universo de de Sitter.

Este é o primeiro exemplo de um  
Universo inflacionário



1922-24

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Alexander Friedmann considerou 
modelos cosmológicos em 

Relatividade Geral com curvatura 
espacial (constante).

Os modelos cosmologicos 
homogéneos e isotrópicos são 

denominados
Universos de FRW ou FLRW

(Friedmann-
(Lemaître-)Robertson-Walker) e 

uma ou ambas as equações de 
Einstein para estes modelos são 

chamadas
 “equação de Friedmann”. 



1927

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Georges Lemaître estudou os 
mesmos modelos e foi o primeiro a:

 - prever a expansão do Universo;  

- propor a “lei de Hubble”;

- estimar “o parâmetro de Hubble 
H (velocidade/distância)”;

- propor uma teoria para a origem 
do Universo do tipo “Big Bang”, a 
que ele chamou “átomo primevo” 

ou “ovo cósmico” (1931) 
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“Timeline”:
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“Timeline”:

Edwin Hubble descobre a EXPANSÃO DO UNIVERSO
E. Hubble, “A relation between distance and radial velocity among extra-galactic nebulae“, PNAS (1929) 15 (3) 168-173
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“Timeline”:

A velocidade das galáxias é determinada usando o
 efeito Doppler

Fonte de luz em repouso

Fonte de luz que se aproxima - blueshift

Fonte de luz que se afasta - redshift
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1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Edwin Hubble descobre a EXPANSÃO DO UNIVERSO
E. Hubble, “A relation between distance and radial velocity among extra-galactic nebulae“, PNAS (1929) 15 (3) 168-173



1932-33

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Jan Oort

Fritz Zwicky

Jan Oort e Fritz Zwicky
observeram que tanto para 

explicar as velocidades orbitais de estrelas
na Via Láctea como para explicar as 

velocidades de galáxias em aglomerados
a massa “visível” não é suficiente. 

Foi a primeira evidência da
matéria escura.



1935-37
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“Timeline”:

Howard Robertson (americano) e Arthur Walker (inglês)
demonstram rigorosamente que a métrica de FLRW é única para 

Universos cujas secções espaciais sejam 
homogéneas e isotropicas.
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Descreve um 
 3-plano (k=0), uma 3-esfera (k=+1)  

ou um 3-hiperboloide (k=-1)
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Howard Robertson (americano) e Arthur Walker (inglês)
demonstram rigorosamente que a métrica de FLRW é única para 

Universos cujas secções espaciais sejam 
homogéneas e isotropicas.
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Factor de escala:
descreve como as secções espaciais
esticam ou contraem com o tempo.
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1946-48

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

George Gamow desenvolve a teoria
do “Big Bang” de Lemaître.

Assumindo que o Universo começa num 
estado muito denso e quente, Gamow 

iniciou a ideia de NUCLEOSSÍNTESE 
PRIMORDIAL e argumentou como as 
abundâncias de elementos leves como o 
deutério e Hélio (e erradamente também 

para elementos mais pesados do que o 
Hélio) podiam ser explicadas por 
reacções ocorridas nesta época.

 ”On the origin of Chemical Elements” Physcal Review, April 1 1948, Ralph Alpher, Hans Bethe, George Gamow



1948

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Ralph Alpher e Robert Herman 
prevêem a temperatura da radiação 
residual do hipotético “Big Bang”, 

hoje denominada
RADIAÇÃO CÓSMICA DE FUNDO  

(RCF)
e obtêm um valor de 5ºK (dois anos 

depois obtiveram 28ºK)

 ”On the relative abundance of the Elements” Physical Review, 74 (1948) 1577, R. Alpher, R. Herman

Ralph Alpher

Robert Herman



1949

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Fred Hoyle cunhou o termo 
“Big Bang” para o modelo do átomo 

primevo de Lemaître.
(No programa de rádio da BBC “Third 
Programme” emitido às 18H30 GMT 

de 28 de Março de 1949).

Hoyle aceitava a expansão do Universo 
observada por Hubble e descrita por 

Lemaître mas rejeitava a ideia de que o 
Universo tinha um princípio. 

Propôs um modelo alternativo: 
“Modelo do estado estacionário”



1964

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Arno Penzias e Robert 
Wilson a trabalhar nos 

laboratórios Bell em 
Holmdel, New Jersey, 

com receptores de microndas 
criogénicos ultra-sensíveis 
(antena Horn) observaram 
inesperadamente um ruído 

rádio isotrópico. 
Inadvertidamente, tinham 

descoberto a radiação 
cósmica de fundo, prevista 
pelo modelo do “Big Bang”

 Wilson, R. W.; Penzias, A. A. (1967). "Isotropy of Cosmic Background Radiation at 4080 Megahertz". Science 156 
(3778): 1100–1101



1965

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Robert Dicke e Jim Peebles rederivaram 
(alegadamente independentemente do grupo 

de Gamow) a radiação cósmica de fundo. Com 
David Wilkinson e Peter Roll, desenvolveram 

um detector para procurar a radiação mas 
foram ultrapassados pela detecção acidental de 

Penzia e Wilson (a apenas alguns kms de 
Princeton). O grupo de Dicke fez uma 

segunda medição da radiação concluindo uma 
temperatura de 3.5ºK e interpretaram a 

observação de Penzias e Wilson.
A cosmologia do Universo primordial passou 

de especulação a uma ciência empírica.
 Dicke, R. H., Peebles, P. J. E., Roll, P. G., Wilkinson, D. T. (1965). "Cosmic Black-Body Radiation". Astrophysical 
Journal 142: 414–419



... há cerca de 13.8 mil milhões de anos...



Som: Richard Strauss “Also sprach Zarathrustra”                                                                                 Animação: ESA (HST)



1970

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

 Rubin, V. C.; Ford, W. K. Jr. (1970). "Rotation of the Andromeda Nebula from a Spectroscopic Survey of Emission Regions". 
The Astrophysical Journal 159: 379

Vera Rubin mediu curvas de 
rotação galácticas para 

galáxias em espiral no plano de 
observação.

http://en.wikipedia.org/wiki/The_Astrophysical_Journal


1975

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Vera Rubin anunciou num 
encontro da American 

Astronomical Society que a 
maior parte das estrelas em 

galáxias em espiral orbitam com 
a mesma velocidade (angular).

Em gravidade Newtoniana isto 
implica que a densidade das 

galáxias deve ser 
aproximadamente constante, em 
contraste com a localização das 

estrelas visíveis - 
maioritariamente no “galactic 

bulge”.



1978

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Prémio Nobel 
da Física 1978
“...for their discovery of 

cosmic microwave 
background radiation.”



1981

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Alan Guth propõe a ideia de 
inflação primordial, uma época de 
expansão acelerada logo após o Big 

Bang, para resolver alguns problemas 
do modelo standard cosmológico
(planura, horizonte, monopolos).

Alan Guth, “Inflationary universe: A possible solution to the horizon and flatness problems “, Phys. Rev. D 23, 347–356 (1981)



1989

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

O satélite COBE 
(COsmic Background Explorer) 

é lançado com o objectivo de medir 
as propriedades da radiação cósmica 

de fundo com grande precisão. 
Inicia uma nova era na Cosmologia: 
a das experiências de alta precisão.

Dois instrumentos fundamentais:
- FIRAS (Far InfraRed Absolute 
Spectrophotometer) vai medir o 

espectro da RCF (Mather)
- DMR (Differential Microwave 

Radiometer) vai mapear as 
anisotropias da RCF; (Smoot)



1990

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

O resultado do FIRAS 
demonstrou que a RCF tem 
um espectro praticamente

perfeito de radiação de corpo 
negro com temperatura

2.73ºK.

J. C. Mather, et al. (1990). "A Preliminary Measurement of the Cosmic Microwave Background Spectrum by the Cosmic Background 
Explorer (COBE) Satellite". The Astrophysical Journal 354: L37–40

http://articles.adsabs.harvard.edu/full/seri/ApJ../0354/L000037.000.html
http://articles.adsabs.harvard.edu/full/seri/ApJ../0354/L000037.000.html
http://articles.adsabs.harvard.edu/full/seri/ApJ../0354/L000037.000.html


1992

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

O resultado do DMR exibiu 
flutuações (anisotropias) da RCF 

de cerca de 1 parte em 100 000 
relativamente à temperatura média 

de 2.73ºK.

Smoot, G.F.; et al. (September 1992). "Structure in the COBE differential microwave radiometer first-year maps". Astrophysical 
Journal 396 (1): L1–L5

Vê apenas “grandes” escalas angulares 
(de 10º-90º, l=2-20 )



1998

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Riess, A., et al. (1998) Observational Evidence from Supernovae for an Accelerating Universe and a Cosmological Constant, Astronomical 
Journal, 116, 1009-1038.
Perlmutter, S., et al. (1999) Measurment of Ω and Λ from 42 High-Redshift Supernovae, Astrophysical Journal, 517, 565-586.
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The Observations 
 
Figure 1 shows the supernova data from [28] plotted in terms of brightness (bolometric 
magnitude) versus redshift.  

 
Figure 1: The Hubble diagram for 42 high redshift type Ia supernovae from SCP and 18 
low redshift supernovae from the Calan/Tololo Supernova Survey. The solid curves 
represent a range of cosmological models with � = 0 and �M = 0, 1 and 2. The dashed 
curves show a range of ”flat” models where �M + �� = 1. Note the linear redshift 
scale. 
 
 
The larger the magnitude, the fainter is the object. On the redshift scale, z = 1 
corresponds to a light travel time of almost 8 billion light years. The data is compared to 
a number of cosmological scenarios with and without vacuum energy (or cosmological 
constant). The data at z < 0.1 is from [26]. At redshifts z > 0.1 (i.e., distances greater 
than about a billion light years), the cosmological predictions start to diverge. 
Compared to an unrealistic empty Universe (�M  =  �� = 0) with a constant expansion 
rate, the SNe for a given high redshift are observed to be about 10 - 15% fainter. If the 
Universe were matter dominated (�M = 1), the high-z supernovae should have been 
about 25% brighter than what is actually observed. The conclusion is that the 

Duas equipas 
independentes 

publicam 
evidência, usando 

supernovas Ia, 
que a expansão 
do Universo é 

acelerada.



1998

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Explosão de uma 
supernova tipo Ia, 
SN1994D, numa 

imagem da galáxia 
NGC 4526, tirada pelo

Hubble Space 
Telescope

(Crédito: High-Z Supernova Search 
Team, HST, NASA) 
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“Timeline”:

Início da “Sloane Digital Sky 
Survey”, um varrimento do céu com 

um telescópio óptico dedicado 
de 2.5 metros, 

do Observatório Apache Point, 
Novo México, EUA. 
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Início da “Sloane Digital Sky 
Survey”, um varrimento do céu com 

um telescópio óptico dedicado 
de 2.5 metros, 

do Observatório Apache Point, 
Novo México, EUA. 

Até 2012, catalogou observações 
fotométricas de quase 1000 milhões 
de objectos e espectros de mais de 

mais de 4 milhão, incluindo quasares  
com redshift até z=5.



Este varrimento cobre cerca de 35% do céu e permitiu desenhar o maior mapa 3D do Universo 
alguma vez feito, que cobre cerca de 11 mil milhões de anos da história do nosso Universo. 
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“Timeline”:

Ao calcular a probabilidade de 
encontrar uma galáxia a uma dada 
distância de outra, encontrou um 
pico que é interpretado como a 

escala do horizonte acústico (hoje - 
150 Mpc). Este horizonte é uma 

manifestação das Baryon Acoustic 
Oscillations (BAO).  

D.J. Eisenstein et. al. “Detection of the Baryon Acoustic Peak in the Large-Scale Correlation Function of SDSS Luminous 
Red Galaxies” The Astrophysical Journal. 633, 560 (2005).
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[matéria escura+matéria normal (bariões)+radiação (fotões)]

No Universo primordial surgem flutuações de densidade
(origem quântica)
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“Timeline”:

Região de sobre-densidade 
[matéria escura+matéria normal (bariões)+radiação (fotões)]

No Universo primordial surgem flutuações de densidade
(origem quântica)

Antes do desacoplamento matéria-radiação, 
os bariões estão acoplados aos fotões.

Quando estão muito comprimidos a pressão de radiação 
domina, originando uma expansão dos bariões. 
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“Timeline”:

A expansão continua até a pressão da radiação se tornar 
subdominante relativamente à atração gravitacional dos 

bariões. Resulta assim um processo de oscilações acústicas 
bariónicas (BAO).  
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Quando a radiação desacopla dos bariões (e é emitida a 
radiação cósmica de fundo, resulta um “snapshot” destas 

oscilações - que são visíveis na radiação cósmica de fundo.  
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radiação cósmica de fundo), resulta um “snapshot” destas 
oscilações - que são visíveis na radiação cósmica de fundo.  
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1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Em particular fica marcada na radiação cósmica de fundo uma 
escala - a do horizonte acústico na altura do desacoplamento.



Modelo Físico simples:
http://background.uchicago.edu/~whu/intermediate/intermediate.html

Matéria escura cria poço de potencial;
Matéria bariónica=massas
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existe uma estrutura de flutuações de densidade correspondendo 

a poços e barreiras de potencial.
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E não existe apenas uma frequência, ou comprimento de onda 
característico; durante a inflação são criadas flutuações com todos 
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E não existe apenas uma frequência, ou comprimento de onda 
característico; durante a inflação são criadas flutuações com todos 

os comprimentos de onda, que oscilam independentemente:



Factos principais:

- quando se dá a recombinação as oscilações congelam;

- nesse “instante”, modos que se encontram em extremos das 
oscilações correspondem aos picos das flutuações de densidade (e 

temperatura)

O menor vector de onda destes extremos, correspondendo à 
maior escala define o “horizonte acústico”. 

Os seguintes picos são harmónicos.
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2000

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Publicação dos dados da 
experiência 

BOOMERanG 
(Balloon Observations 

of Millimetric  
Extragalactic Radiation 
and Geomagnetics), um 

telescópio de 
microondas, lançado em 

Dezembro de 1998 e 
transportado a uma 

altitude de cerca de 38 
km, sobre a Antártida, 

por um balão.
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“Timeline”:

Analizando as flutuações 
de temperatura em pares 

(correlador de dois 
pontos) e expressando-a 

numa expansão multipolar

o espectro angular de 
potências revela um pico 

com 

P. de Bernardis et. al. “A flat Universe from High resolution Maps of the Cosmic Microwave Background Radiation” Nature 
404 (2000) 955-959

h�T (n̂)�T (n̂0)i =
X

`

(2`+ 1)

4⇡
C`P`(cos ✓)

`pico = 197± 6
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“Timeline”:

- Apoia modelos de 
matéria escura;

- Restringe parâmetros 
cosmológicos, dado que 

esta escala aparente no céu 
depende da escala física 

original mais a evolução do 
Universo (“distância” até 

nós)

P. de Bernardis et. al. “A flat Universe from High resolution Maps of the Cosmic Microwave Background Radiation” Nature 
404 (2000) 955-959

` / 1/✓ ✓HA =
rHA

dSLS
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 Comparando a escala do 
horizonte acústico na 

recombinação - através do 
sinal presente na RCF -, 

com a escala do horizonte 
acústico na distribuição de 

galáxias obtém-se uma 
restrição para  a evolução 

do Universo  independente 
das supernovas. 

D.J. Eisenstein et. al. “Detection of the Baryon Acoustic Peak in the Large-Scale Correlation Function of SDSS Luminous 
Red Galaxies” The Astrophysical Journal. 633, 560 (2005).
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“Timeline”:

Foi lançado o satélite WMAP 
(Wilkinson Microwave Anisotropy 
Probe) para medir as anisotropias 

da RCF com 45 vezes a 
sensibilidade e 33 vezes a resolução 

angular do COBE.
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“Timeline”:

Foi lançado o satélite WMAP 
(Wilkinson Microwave Anisotropy 
Probe) para medir as anisotropias 

da RCF com 45 vezes a 
sensibilidade e 33 vezes a resolução 

angular do COBE.

Durante os anos seguintes foram
lançados dados com 1,3,5 e 7 anos
que foram centrais em establecer o

modelo Lambda-CDM para o 
Universo.
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“Timeline”:

M. Markevitch, A. H. Gonzalez, D. Clowe, A. Vikhlinin, L. David, W. Forman, C. Jones, S. Murray, and W. Tucker 
(2003). "Direct constraints on the dark matter self-interaction cross-section from the merging galaxy cluster 1E0657-56". 
Astrophys.J. 606 (2): 819–824

Evidência 
observacional do 
“Bullet Cluster”

fornece a mais forte 
evidência para a 
matéria escura:

Fotografia (em raios X) do “Bullet Cluster” (1E0657-56)  obtida pelo Chandra X-ray Observatory. A exposição foi de 
aproximadamente 140 horas e a escala mostrada é em megaparsecs. O redshift é z = 0.3, o que significa que a luz tem 
comprimentos de onda esticados por um factor de 1.3. De acordo com os modelos de hoje o cluster está a 4 mil milhões de anos 
luz de distância.

http://en.wikipedia.org/wiki/Chandra_X-ray_Observatory


Galáxias e Enxames de Galáxias são lentes gravitacionais:

Credit: ESA/Hubble (M. Kornmesser & L. L. Christensen)

http://www.esa.int/
http://www.spacetelescope.org/
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Um aglomerado galáctico “galaxy cluster”:

Animation: NASA/CXC/A.Hobart
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Animation: NASA/CXC/A.Hobart

O gás, quente, enche o espaço entre as galáxias e à volta delas;

contém mais massa visível do que todas as galáxias.



Animation: NASA/CXC/A.Hobart

O gás tem uma temperatura de 

10-100 milhões de graus Kelvin e emite raios X.



Animation: NASA/CXC/A.Hobart

Embora as galáxias e a nuvem de gás sejam muito massivas, 

estima-se que seja necessária dez vezes mais massa para manter o 

sistema ligado gravitacionalmente.



Credit: X-ray: NASA/CXC/CfA/M.Markevitch et al. Optical: NASA/STScI; Magellan/U.Arizona/D.Clowe et al. 
Lensing Map: NASA/STScI; ESO WFI; Magellan/U.Arizona/D.Clowe et al.




Credit: X-ray: NASA/CXC/CfA/M.Markevitch et al. Optical: NASA/STScI; Magellan/U.Arizona/D.Clowe et al. 
Lensing Map: NASA/STScI; ESO WFI; Magellan/U.Arizona/D.Clowe et al.




Formação do “bullet cluster”:

Animation: KIPAC/John Wise



Formação do “bullet cluster”:

Animation: KIPAC/John Wise
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“Timeline”:

A.G. Riess et al., “Type Ia supernova discoveries at z >1 from the Hubble Space Telecope: Evidence for past deceleration 
and constraints on dark energy evolution”, Astrophys. J., 607, 665-687, (2004)

– 59 –

0.5 1.0 1.5 2.0
z

30

35

40

45

µ

HST Discovered
Ground Discovered

Um estudo pelo “Supernova 
Cosmology Project”, usando o 

Hubble Space Telescope, 
encontra evidência para uma 

fase de desaceleração do 
Universo para z>1.



2006

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

“Timeline”:

Prémio Nobel 
da Física 2006
“...for their discovery of 
the blackbody form and 
anisotropy of the cosmic 
microwave background 

radiation.”

John C. Mather George F. Smoot
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“Timeline”:

Prémio Nobel 
da Física 2011

“...for the discovery of the 
accelerated expansion of

the Universe through 
observations of distant 

supernovae...”
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2020
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P.J.E.	Peebles	and	J.T.	Yu,	Primeval	adiabatic	perturbation	in	an	expanding	Universe,	Astrophys.	J.	162,	815	(1970)
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2020
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“Timeline”:
2020

Planck	Collaboration,	Planck	2018	results,	I.	Overview	and	the	cosmological	legacy	of	Planck,		arxiv:1807.06205	
https://www.nobelprize.org/uploads/2019/10/advanced-physicsprize2019-3.pdf			

C.	Herdeiro,	Um	prémio	Nobel	para	a	Universalidade	da	Física,	Gazeta	de	Física	da	Sociedade	Portuguesa	de	Física,	42	(Fascículo	4/5)	
(2019)	pp.	8-11.		
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“Timeline”:

Primeiro anúncio dos resultados cosmológicos do satélite Planck, 
lançado em Maio de 2009. O Planck teve como missão detectar 
com alta resolução tanto a intensidade como a polarização das 

anisotropias primordiais da RCF, com 10 vezes a sensibilidade e 3 
vezes a resolução em escalas menores que o WMAP. 
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“Timeline”:

Modelo resultante da combinação das observações: 
- expansão do Universo (especialmente Supernovas);
- RCF (dados do WMAP e Planck)
- Estrutura de larga escala (Sloane digital Survey)

Modelo Lambda-CDM  
(antes do Planck)

13.75± 0.11 Giga anos
Idade do Universo:

Parâmetro de Hubble:
70.5± 1.3 km s�1 Mpc�1

Universo Plano

13.798± 0.037 Giga anos

Modelo Lambda-CDM  
(depois do Planck)

Idade do Universo:

Parâmetro de Hubble:

Universo Plano

67.80± 0.77 km s�1 Mpc�1
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“Timeline”:

Modelo resultante da combinação das observações: 
- expansão do Universo (especialmente Supernovas);
- RCF (dados do WMAP e Planck)
- Estrutura de larga escala (Sloane digital Survey) Conteúdo do Universo:
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Aula 3
Cosmologia em Relatividade Geral

Cosmologia Padrão

COSMOLOGIA QUÂNTICA I – p.4



A evolução do Universo:



O modelo até ao presente:

Animation: NASA/STScl/G.Bacon
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A expansão super-acelerada e o “Big Rip”:

Animation: NASA/STScl/G.Bacon



A expansão super-acelerada e o “Big Rip”:

Animation: NASA/STScl/G.Bacon



A desaceleração e o “Big Crunch”:

Animation: NASA/STScl/G.Bacon
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Animation: NASA/STScl/G.Bacon
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Riemann apresentou a sua teoria geométrica de espaços no ano seguinte, 1854, na cidade alemã de 
Gotinga (Göttingen), com o título “Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen”, (“Sobre as 

hipóteses que fundamentam a geometria”).

O objeto fundamental é chamado de tensor de curvatura de Riemann.

R(X,Y, Z) = rXrY Z �rY rXZ �r[X,Y ]Z
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Ideia intuitiva.
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<latexit sha1_base64="NRADBWhidLrGKbqT5Fr94wkW5hw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkYeBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tArltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+ALiLjOE=</latexit>
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Y
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<latexit sha1_base64="HPMpR3yfIBLlAgpkYvbPMpcFLDk=">AAAB6HicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuwqQtNe6Kbly2YB/YhjKZTtqxk0mYmQgl9AvcuFDErZ/kzr9x0kZQ0QMXDufcy733+DFnSiP0Ya2srq1vbBa2its7u3v7pYPDjooSSWibRDySPR8rypmgbc00p71YUhz6nHb96VXmd++pVCwSN3oWUy/EY8ECRrA2Uut2WCoj+8Kto2oNIhstkJG647oIOrlSBjmaw9L7YBSRJKRCE46V6jso1l6KpWaE03lxkCgaYzLFY9o3VOCQKi9dHDqHp0YZwSCSpoSGC/X7RIpDpWahbzpDrCfqt5eJf3n9RAeulzIRJ5oKslwUJBzqCGZfwxGTlGg+MwQTycytkEywxESbbIomhK9P4f+kU7Gdql1p1cqNyzyOAjgGJ+AMOOAcNMA1aII2IICCB/AEnq0769F6sV6XrStWPnMEfsB6+wQHIo0X</latexit>



Riemann apresentou a sua teoria geométrica de espaços no ano seguinte, 1854, na cidade alemã de 
Gotinga (Göttingen), com o título “Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen”, (“Sobre as 

hipóteses que fundamentam a geometria”).

O objeto fundamental é chamado de tensor de curvatura de Riemann.

R(X,Y, Z) = rXrY Z �rY rXZ �r[X,Y ]Z
<latexit sha1_base64="R0u5Zwbk1se3aey1LVeL7ZDhzto=">AAACKHicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRahQi0zVdCNWHTjsoptp5dhyKRpG5rJDElGKEMfx42v4kZEkW59EtN2Ctp6IOTj/88hOb8XMiqVaY6MpeWV1bX11EZ6c2t7Zzezt1+VQSQwqeCABcL2kCSMclJRVDFih4Ig32Ok5vVvx37tiQhJA/6oBiFxfNTltEMxUlpyM9cPOTtfzzdOrloceQy5dnLXYeMUznjmaS3BuKnHnGHDzWTNgjkpuAhWAlmQVNnNvLfaAY58whVmSMqmZYbKiZFQFDMyTLciSUKE+6hLmho58ol04smiQ3islTbsBEIfruBE/T0RI1/Kge/pTh+pnpz3xuJ/XjNSnUsnpjyMFOF4+lAnYlAFcJwabFNBsGIDDQgLqv8KcQ8JhJXONq1DsOZXXoRqsWCdFYr359nSTRJHChyCI5ADFrgAJXAHyqACMHgGr+ADfBovxpvxZYymrUtGMnMA/pTx/QPusaS8</latexit>

Ideia intuitiva.

P
<latexit sha1_base64="GH4lnl7xiOBJEv5hdGjYXKo68Lw=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFclaQKuiy6cVnBPqANZTKdtEMnkzBzI5TQz3DjQhG3fo07/8ZJm4W2Hhg4nHMvc+4JEikMuu63s7a+sbm1Xdop7+7tHxxWjo7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LJXe53nrg2IlaPOE24H9GREqFgFK3U60cUx4zKrDkbVKpuzZ2DrBKvIFUo0BxUvvrDmKURV8gkNabnuQn6GdUomOSzcj81PKFsQke8Z6miETd+No88I+dWGZIw1vYpJHP190ZGI2OmUWAn84hm2cvF/7xeiuGNnwmVpMgVW3wUppJgTPL7yVBozlBOLaFMC5uVsDHVlKFtqWxL8JZPXiXtes27rNUfrqqN26KOEpzCGVyAB9fQgHtoQgsYxPAMr/DmoPPivDsfi9E1p9g5gT9wPn8AiGeRag==</latexit>

X
<latexit sha1_base64="kpPTAtGMnO2krFRSnNrra2xDivU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZqdfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ftweM4A==</latexit>

Y
<latexit sha1_base64="NRADBWhidLrGKbqT5Fr94wkW5hw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkYeBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tArltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+ALiLjOE=</latexit>

Z
<latexit sha1_base64="HPMpR3yfIBLlAgpkYvbPMpcFLDk=">AAAB6HicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuwqQtNe6Kbly2YB/YhjKZTtqxk0mYmQgl9AvcuFDErZ/kzr9x0kZQ0QMXDufcy733+DFnSiP0Ya2srq1vbBa2its7u3v7pYPDjooSSWibRDySPR8rypmgbc00p71YUhz6nHb96VXmd++pVCwSN3oWUy/EY8ECRrA2Uut2WCoj+8Kto2oNIhstkJG647oIOrlSBjmaw9L7YBSRJKRCE46V6jso1l6KpWaE03lxkCgaYzLFY9o3VOCQKi9dHDqHp0YZwSCSpoSGC/X7RIpDpWahbzpDrCfqt5eJf3n9RAeulzIRJ5oKslwUJBzqCGZfwxGTlGg+MwQTycytkEywxESbbIomhK9P4f+kU7Gdql1p1cqNyzyOAjgGJ+AMOOAcNMA1aII2IICCB/AEnq0769F6sV6XrStWPnMEfsB6+wQHIo0X</latexit>



Riemann apresentou a sua teoria geométrica de espaços no ano seguinte, 1854, na cidade alemã de 
Gotinga (Göttingen), com o título “Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen”, (“Sobre as 

hipóteses que fundamentam a geometria”).

O objeto fundamental é chamado de tensor de curvatura de Riemann.

R(X,Y, Z) = rXrY Z �rY rXZ �r[X,Y ]Z
<latexit sha1_base64="R0u5Zwbk1se3aey1LVeL7ZDhzto=">AAACKHicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRahQi0zVdCNWHTjsoptp5dhyKRpG5rJDElGKEMfx42v4kZEkW59EtN2Ctp6IOTj/88hOb8XMiqVaY6MpeWV1bX11EZ6c2t7Zzezt1+VQSQwqeCABcL2kCSMclJRVDFih4Ig32Ok5vVvx37tiQhJA/6oBiFxfNTltEMxUlpyM9cPOTtfzzdOrloceQy5dnLXYeMUznjmaS3BuKnHnGHDzWTNgjkpuAhWAlmQVNnNvLfaAY58whVmSMqmZYbKiZFQFDMyTLciSUKE+6hLmho58ol04smiQ3islTbsBEIfruBE/T0RI1/Kge/pTh+pnpz3xuJ/XjNSnUsnpjyMFOF4+lAnYlAFcJwabFNBsGIDDQgLqv8KcQ8JhJXONq1DsOZXXoRqsWCdFYr359nSTRJHChyCI5ADFrgAJXAHyqACMHgGr+ADfBovxpvxZYymrUtGMnMA/pTx/QPusaS8</latexit>

Ideia intuitiva.

P
<latexit sha1_base64="GH4lnl7xiOBJEv5hdGjYXKo68Lw=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFclaQKuiy6cVnBPqANZTKdtEMnkzBzI5TQz3DjQhG3fo07/8ZJm4W2Hhg4nHMvc+4JEikMuu63s7a+sbm1Xdop7+7tHxxWjo7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LJXe53nrg2IlaPOE24H9GREqFgFK3U60cUx4zKrDkbVKpuzZ2DrBKvIFUo0BxUvvrDmKURV8gkNabnuQn6GdUomOSzcj81PKFsQke8Z6miETd+No88I+dWGZIw1vYpJHP190ZGI2OmUWAn84hm2cvF/7xeiuGNnwmVpMgVW3wUppJgTPL7yVBozlBOLaFMC5uVsDHVlKFtqWxL8JZPXiXtes27rNUfrqqN26KOEpzCGVyAB9fQgHtoQgsYxPAMr/DmoPPivDsfi9E1p9g5gT9wPn8AiGeRag==</latexit>

X
<latexit sha1_base64="kpPTAtGMnO2krFRSnNrra2xDivU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZqdfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ftweM4A==</latexit>

Y
<latexit sha1_base64="NRADBWhidLrGKbqT5Fr94wkW5hw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkYeBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tArltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+ALiLjOE=</latexit>

Z
<latexit sha1_base64="HPMpR3yfIBLlAgpkYvbPMpcFLDk=">AAAB6HicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuwqQtNe6Kbly2YB/YhjKZTtqxk0mYmQgl9AvcuFDErZ/kzr9x0kZQ0QMXDufcy733+DFnSiP0Ya2srq1vbBa2its7u3v7pYPDjooSSWibRDySPR8rypmgbc00p71YUhz6nHb96VXmd++pVCwSN3oWUy/EY8ECRrA2Uut2WCoj+8Kto2oNIhstkJG647oIOrlSBjmaw9L7YBSRJKRCE46V6jso1l6KpWaE03lxkCgaYzLFY9o3VOCQKi9dHDqHp0YZwSCSpoSGC/X7RIpDpWahbzpDrCfqt5eJf3n9RAeulzIRJ5oKslwUJBzqCGZfwxGTlGg+MwQTycytkEywxESbbIomhK9P4f+kU7Gdql1p1cqNyzyOAjgGJ+AMOOAcNMA1aII2IICCB/AEnq0769F6sV6XrStWPnMEfsB6+wQHIo0X</latexit>

No espaço Euclideano:

Z(final) = Z(inicial)
<latexit sha1_base64="1SOyfecpMMgXmvMUHmz8E3Af4Ns=">AAAB/nicdVDLSsNAFJ34rPUVFVduBotQNyFpS40LoejGZQX7oG0ok+mkHTqZhJmJUELBX3HjQhG3foc7/8ZJW0FFD1w4c869zL3HjxmVyrY/jKXlldW19dxGfnNre2fX3NtvyigRmDRwxCLR9pEkjHLSUFQx0o4FQaHPSMsfX2V+644ISSN+qyYx8UI05DSgGCkt9c3DTjGgHLFTeAE7RcoppvrRNwu2de5W7XIF2pY9Q0aqjuva0FkoBbBAvW++9wYRTkLCFWZIyq5jx8pLkVAUMzLN9xJJYoTHaEi6mnIUEumls/Wn8EQrAxhEQhdXcKZ+n0hRKOUk9HVniNRI/vYy8S+vm6jA9VLK40QRjucfBQmDKoJZFnBABcGKTTRBWFC9K8QjJBBWOrG8DuHrUvg/aZYsp2yVbiqF2uUijhw4AsegCBxwBmrgGtRBA2CQggfwBJ6Ne+PReDFe561LxmLmAPyA8fYJSP+UbA==</latexit>



Riemann apresentou a sua teoria geométrica de espaços no ano seguinte, 1854, na cidade alemã de 
Gotinga (Göttingen), com o título “Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen”, (“Sobre as 

hipóteses que fundamentam a geometria”).

O objeto fundamental é chamado de tensor de curvatura de Riemann.

R(X,Y, Z) = rXrY Z �rY rXZ �r[X,Y ]Z
<latexit sha1_base64="R0u5Zwbk1se3aey1LVeL7ZDhzto=">AAACKHicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRahQi0zVdCNWHTjsoptp5dhyKRpG5rJDElGKEMfx42v4kZEkW59EtN2Ctp6IOTj/88hOb8XMiqVaY6MpeWV1bX11EZ6c2t7Zzezt1+VQSQwqeCABcL2kCSMclJRVDFih4Ig32Ok5vVvx37tiQhJA/6oBiFxfNTltEMxUlpyM9cPOTtfzzdOrloceQy5dnLXYeMUznjmaS3BuKnHnGHDzWTNgjkpuAhWAlmQVNnNvLfaAY58whVmSMqmZYbKiZFQFDMyTLciSUKE+6hLmho58ol04smiQ3islTbsBEIfruBE/T0RI1/Kge/pTh+pnpz3xuJ/XjNSnUsnpjyMFOF4+lAnYlAFcJwabFNBsGIDDQgLqv8KcQ8JhJXONq1DsOZXXoRqsWCdFYr359nSTRJHChyCI5ADFrgAJXAHyqACMHgGr+ADfBovxpvxZYymrUtGMnMA/pTx/QPusaS8</latexit>

Ideia intuitiva.

P
<latexit sha1_base64="GH4lnl7xiOBJEv5hdGjYXKo68Lw=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFclaQKuiy6cVnBPqANZTKdtEMnkzBzI5TQz3DjQhG3fo07/8ZJm4W2Hhg4nHMvc+4JEikMuu63s7a+sbm1Xdop7+7tHxxWjo7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LJXe53nrg2IlaPOE24H9GREqFgFK3U60cUx4zKrDkbVKpuzZ2DrBKvIFUo0BxUvvrDmKURV8gkNabnuQn6GdUomOSzcj81PKFsQke8Z6miETd+No88I+dWGZIw1vYpJHP190ZGI2OmUWAn84hm2cvF/7xeiuGNnwmVpMgVW3wUppJgTPL7yVBozlBOLaFMC5uVsDHVlKFtqWxL8JZPXiXtes27rNUfrqqN26KOEpzCGVyAB9fQgHtoQgsYxPAMr/DmoPPivDsfi9E1p9g5gT9wPn8AiGeRag==</latexit>

X
<latexit sha1_base64="kpPTAtGMnO2krFRSnNrra2xDivU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZqdfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ftweM4A==</latexit>

Y
<latexit sha1_base64="NRADBWhidLrGKbqT5Fr94wkW5hw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkYeBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tArltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+ALiLjOE=</latexit>

No espaço não-Euclideano:

Z(final) 6= Z(inicial)
<latexit sha1_base64="br7vbja44lVSnMWa4N1g9gxMAvU=">AAACAXicdVDLSgMxFM3UV62vUTeCm2AR6maYaUsdd0U3LivYB22HkkkzbWgmMyYZoZS68VfcuFDErX/hzr8x01ZQ0QMXTs65l9x7/JhRqWz7w8gsLa+srmXXcxubW9s75u5eQ0aJwKSOIxaJlo8kYZSTuqKKkVYsCAp9Rpr+6CL1m7dESBrxazWOiReiAacBxUhpqWcetAsB5YidwC4nN7BdoJxiqt89M29bZ27FLpWhbdkzpKTiuK4NnYWSBwvUeuZ7tx/hJCRcYYak7Dh2rLwJEopiRqa5biJJjPAIDUhHU45CIr3J7IIpPNZKHwaR0MUVnKnfJyYolHIc+rozRGoof3up+JfXSVTgehPK40QRjucfBQmDKoJpHLBPBcGKjTVBWFC9K8RDJBBWOrScDuHrUvg/aRQtp2QVr8r56vkijiw4BEegABxwCqrgEtRAHWBwBx7AE3g27o1H48V4nbdmjMXMPvgB4+0T7MWV7Q==</latexit>

Z(inicial)
<latexit sha1_base64="/8iVTekZFKLmxKaiz98IyM4/FEI=">AAAB8XicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiDES5iJgh6DXjxGMAtJhtDTqUma9PQM3T1CCPkLLx4U8erfePNv7CxC3B4UPN6roqpekAiujet+OJmV1bX1jexmbmt7Z3cvv39Q13GqGNZYLGLVDKhGwSXWDDcCm4lCGgUCG8Hweuo37lFpHss7M0rQj2hf8pAzaqzUahW55IxTcdrNF7ySOwNxf5EvqwALVLv5904vZmmE0jBBtW57bmL8MVWGM4GTXCfVmFA2pH1sWypphNofzy6ekBOr9EgYK1vSkJm6PDGmkdajKLCdETUD/dObin957dSEl/6YyyQ1KNl8UZgKYmIyfZ/0uEJmxMgSyhS3txI2oIoyY0PKLYfwP6mXS95ZqXx7XqhcLeLIwhEcQxE8uIAK3EAVasBAwgM8wbOjnUfnxXmdt2acxcwhfIPz9gnjvJBn</latexit>



Riemann apresentou a sua teoria geométrica de espaços no ano seguinte, 1854, na cidade alemã de 
Gotinga (Göttingen), com o título “Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen”, (“Sobre as 

hipóteses que fundamentam a geometria”).

O objeto fundamental é chamado de tensor de curvatura de Riemann.

R(X,Y, Z) = rXrY Z �rY rXZ �r[X,Y ]Z
<latexit sha1_base64="R0u5Zwbk1se3aey1LVeL7ZDhzto=">AAACKHicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRahQi0zVdCNWHTjsoptp5dhyKRpG5rJDElGKEMfx42v4kZEkW59EtN2Ctp6IOTj/88hOb8XMiqVaY6MpeWV1bX11EZ6c2t7Zzezt1+VQSQwqeCABcL2kCSMclJRVDFih4Ig32Ok5vVvx37tiQhJA/6oBiFxfNTltEMxUlpyM9cPOTtfzzdOrloceQy5dnLXYeMUznjmaS3BuKnHnGHDzWTNgjkpuAhWAlmQVNnNvLfaAY58whVmSMqmZYbKiZFQFDMyTLciSUKE+6hLmho58ol04smiQ3islTbsBEIfruBE/T0RI1/Kge/pTh+pnpz3xuJ/XjNSnUsnpjyMFOF4+lAnYlAFcJwabFNBsGIDDQgLqv8KcQ8JhJXONq1DsOZXXoRqsWCdFYr359nSTRJHChyCI5ADFrgAJXAHyqACMHgGr+ADfBovxpvxZYymrUtGMnMA/pTx/QPusaS8</latexit>

Ideia intuitiva.

P
<latexit sha1_base64="GH4lnl7xiOBJEv5hdGjYXKo68Lw=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFclaQKuiy6cVnBPqANZTKdtEMnkzBzI5TQz3DjQhG3fo07/8ZJm4W2Hhg4nHMvc+4JEikMuu63s7a+sbm1Xdop7+7tHxxWjo7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LJXe53nrg2IlaPOE24H9GREqFgFK3U60cUx4zKrDkbVKpuzZ2DrBKvIFUo0BxUvvrDmKURV8gkNabnuQn6GdUomOSzcj81PKFsQke8Z6miETd+No88I+dWGZIw1vYpJHP190ZGI2OmUWAn84hm2cvF/7xeiuGNnwmVpMgVW3wUppJgTPL7yVBozlBOLaFMC5uVsDHVlKFtqWxL8JZPXiXtes27rNUfrqqN26KOEpzCGVyAB9fQgHtoQgsYxPAMr/DmoPPivDsfi9E1p9g5gT9wPn8AiGeRag==</latexit>

X
<latexit sha1_base64="kpPTAtGMnO2krFRSnNrra2xDivU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZqdfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ftweM4A==</latexit>

Y
<latexit sha1_base64="NRADBWhidLrGKbqT5Fr94wkW5hw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkYeBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tArltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+ALiLjOE=</latexit>

No espaço não-Euclideano:

Z(final) 6= Z(inicial)
<latexit sha1_base64="br7vbja44lVSnMWa4N1g9gxMAvU=">AAACAXicdVDLSgMxFM3UV62vUTeCm2AR6maYaUsdd0U3LivYB22HkkkzbWgmMyYZoZS68VfcuFDErX/hzr8x01ZQ0QMXTs65l9x7/JhRqWz7w8gsLa+srmXXcxubW9s75u5eQ0aJwKSOIxaJlo8kYZSTuqKKkVYsCAp9Rpr+6CL1m7dESBrxazWOiReiAacBxUhpqWcetAsB5YidwC4nN7BdoJxiqt89M29bZ27FLpWhbdkzpKTiuK4NnYWSBwvUeuZ7tx/hJCRcYYak7Dh2rLwJEopiRqa5biJJjPAIDUhHU45CIr3J7IIpPNZKHwaR0MUVnKnfJyYolHIc+rozRGoof3up+JfXSVTgehPK40QRjucfBQmDKoJpHLBPBcGKjTVBWFC9K8RDJBBWOrScDuHrUvg/aRQtp2QVr8r56vkijiw4BEegABxwCqrgEtRAHWBwBx7AE3g27o1H48V4nbdmjMXMPvgB4+0T7MWV7Q==</latexit>

Z(inicial)
<latexit sha1_base64="/8iVTekZFKLmxKaiz98IyM4/FEI=">AAAB8XicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiDES5iJgh6DXjxGMAtJhtDTqUma9PQM3T1CCPkLLx4U8erfePNv7CxC3B4UPN6roqpekAiujet+OJmV1bX1jexmbmt7Z3cvv39Q13GqGNZYLGLVDKhGwSXWDDcCm4lCGgUCG8Hweuo37lFpHss7M0rQj2hf8pAzaqzUahW55IxTcdrNF7ySOwNxf5EvqwALVLv5904vZmmE0jBBtW57bmL8MVWGM4GTXCfVmFA2pH1sWypphNofzy6ekBOr9EgYK1vSkJm6PDGmkdajKLCdETUD/dObin957dSEl/6YyyQ1KNl8UZgKYmIyfZ/0uEJmxMgSyhS3txI2oIoyY0PKLYfwP6mXS95ZqXx7XqhcLeLIwhEcQxE8uIAK3EAVasBAwgM8wbOjnUfnxXmdt2acxcwhfIPz9gnjvJBn</latexit>

Z(final)
<latexit sha1_base64="Qa0q0WiVkSL0NHpsmsRwDaFPPKY=">AAAB73icdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiDES5hEQY9BLx4jmAWTIfR0epImPT1jd40QhvyEFw+KePV3vPk3dhYhbg8KHu9VUVXPj6Uw6LofTmZpeWV1Lbue29jc2t7J7+41TJRoxusskpFu+dRwKRSvo0DJW7HmNPQlb/rDy4nfvOfaiEjd4CjmXkj7SgSCUbRS67YYCEXlcTdfKJfcKYj7i3xZBZij1s2/d3oRS0KukElqTLvsxuilVKNgko9zncTwmLIh7fO2pYqG3Hjp9N4xObJKjwSRtqWQTNXFiZSGxoxC33aGFAfmpzcR//LaCQbnXipUnCBXbLYoSCTBiEyeJz2hOUM5soQyLeythA2opgxtRLnFEP4njUqpfFKqXJ8WqhfzOLJwAIdQhDKcQRWuoAZ1YCDhAZ7g2blzHp0X53XWmnHmM/vwDc7bJ1msj4Q=</latexit>



Riemann apresentou a sua teoria geométrica de espaços no ano seguinte, 1854, na cidade alemã de 
Gotinga (Göttingen), com o título “Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen”, (“Sobre as 

hipóteses que fundamentam a geometria”).

O objeto fundamental é chamado de tensor de curvatura de Riemann.

R(X,Y, Z) = rXrY Z �rY rXZ �r[X,Y ]Z
<latexit sha1_base64="R0u5Zwbk1se3aey1LVeL7ZDhzto=">AAACKHicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRahQi0zVdCNWHTjsoptp5dhyKRpG5rJDElGKEMfx42v4kZEkW59EtN2Ctp6IOTj/88hOb8XMiqVaY6MpeWV1bX11EZ6c2t7Zzezt1+VQSQwqeCABcL2kCSMclJRVDFih4Ig32Ok5vVvx37tiQhJA/6oBiFxfNTltEMxUlpyM9cPOTtfzzdOrloceQy5dnLXYeMUznjmaS3BuKnHnGHDzWTNgjkpuAhWAlmQVNnNvLfaAY58whVmSMqmZYbKiZFQFDMyTLciSUKE+6hLmho58ol04smiQ3islTbsBEIfruBE/T0RI1/Kge/pTh+pnpz3xuJ/XjNSnUsnpjyMFOF4+lAnYlAFcJwabFNBsGIDDQgLqv8KcQ8JhJXONq1DsOZXXoRqsWCdFYr359nSTRJHChyCI5ADFrgAJXAHyqACMHgGr+ADfBovxpvxZYymrUtGMnMA/pTx/QPusaS8</latexit>

Ideia intuitiva.

P
<latexit sha1_base64="GH4lnl7xiOBJEv5hdGjYXKo68Lw=">AAAB8nicbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFclaQKuiy6cVnBPqANZTKdtEMnkzBzI5TQz3DjQhG3fo07/8ZJm4W2Hhg4nHMvc+4JEikMuu63s7a+sbm1Xdop7+7tHxxWjo7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LJXe53nrg2IlaPOE24H9GREqFgFK3U60cUx4zKrDkbVKpuzZ2DrBKvIFUo0BxUvvrDmKURV8gkNabnuQn6GdUomOSzcj81PKFsQke8Z6miETd+No88I+dWGZIw1vYpJHP190ZGI2OmUWAn84hm2cvF/7xeiuGNnwmVpMgVW3wUppJgTPL7yVBozlBOLaFMC5uVsDHVlKFtqWxL8JZPXiXtes27rNUfrqqN26KOEpzCGVyAB9fQgHtoQgsYxPAMr/DmoPPivDsfi9E1p9g5gT9wPn8AiGeRag==</latexit>

X
<latexit sha1_base64="kpPTAtGMnO2krFRSnNrra2xDivU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZqdfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJu1b1Lqq15mWlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8ftweM4A==</latexit>

Y
<latexit sha1_base64="NRADBWhidLrGKbqT5Fr94wkW5hw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkYeBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJb3ZpygH9GB5CFn1Fip/tArltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+ALiLjOE=</latexit>

No espaço não-Euclideano:

Z(final) 6= Z(inicial)
<latexit sha1_base64="br7vbja44lVSnMWa4N1g9gxMAvU=">AAACAXicdVDLSgMxFM3UV62vUTeCm2AR6maYaUsdd0U3LivYB22HkkkzbWgmMyYZoZS68VfcuFDErX/hzr8x01ZQ0QMXTs65l9x7/JhRqWz7w8gsLa+srmXXcxubW9s75u5eQ0aJwKSOIxaJlo8kYZSTuqKKkVYsCAp9Rpr+6CL1m7dESBrxazWOiReiAacBxUhpqWcetAsB5YidwC4nN7BdoJxiqt89M29bZ27FLpWhbdkzpKTiuK4NnYWSBwvUeuZ7tx/hJCRcYYak7Dh2rLwJEopiRqa5biJJjPAIDUhHU45CIr3J7IIpPNZKHwaR0MUVnKnfJyYolHIc+rozRGoof3up+JfXSVTgehPK40QRjucfBQmDKoJpHLBPBcGKjTVBWFC9K8RDJBBWOrScDuHrUvg/aRQtp2QVr8r56vkijiw4BEegABxwCqrgEtRAHWBwBx7AE3g27o1H48V4nbdmjMXMPvgB4+0T7MWV7Q==</latexit>

O tensor de Riemann mede esta diferença, de facto a não-integrabilidade do transporte paralelo.

Z(inicial)
<latexit sha1_base64="/8iVTekZFKLmxKaiz98IyM4/FEI=">AAAB8XicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiDES5iJgh6DXjxGMAtJhtDTqUma9PQM3T1CCPkLLx4U8erfePNv7CxC3B4UPN6roqpekAiujet+OJmV1bX1jexmbmt7Z3cvv39Q13GqGNZYLGLVDKhGwSXWDDcCm4lCGgUCG8Hweuo37lFpHss7M0rQj2hf8pAzaqzUahW55IxTcdrNF7ySOwNxf5EvqwALVLv5904vZmmE0jBBtW57bmL8MVWGM4GTXCfVmFA2pH1sWypphNofzy6ekBOr9EgYK1vSkJm6PDGmkdajKLCdETUD/dObin957dSEl/6YyyQ1KNl8UZgKYmIyfZ/0uEJmxMgSyhS3txI2oIoyY0PKLYfwP6mXS95ZqXx7XqhcLeLIwhEcQxE8uIAK3EAVasBAwgM8wbOjnUfnxXmdt2acxcwhfIPz9gnjvJBn</latexit>

Z(final)
<latexit sha1_base64="Qa0q0WiVkSL0NHpsmsRwDaFPPKY=">AAAB73icdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiDES5hEQY9BLx4jmAWTIfR0epImPT1jd40QhvyEFw+KePV3vPk3dhYhbg8KHu9VUVXPj6Uw6LofTmZpeWV1Lbue29jc2t7J7+41TJRoxusskpFu+dRwKRSvo0DJW7HmNPQlb/rDy4nfvOfaiEjd4CjmXkj7SgSCUbRS67YYCEXlcTdfKJfcKYj7i3xZBZij1s2/d3oRS0KukElqTLvsxuilVKNgko9zncTwmLIh7fO2pYqG3Hjp9N4xObJKjwSRtqWQTNXFiZSGxoxC33aGFAfmpzcR//LaCQbnXipUnCBXbLYoSCTBiEyeJz2hOUM5soQyLeythA2opgxtRLnFEP4njUqpfFKqXJ8WqhfzOLJwAIdQhDKcQRWuoAZ1YCDhAZ7g2blzHp0X53XWmnHmM/vwDc7bJ1msj4Q=</latexit>



A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico



P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>

A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

Espaço Euclidiano:



P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>

A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

Espaço Euclidiano:



P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>

A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

Espaço Euclidiano:



P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>

A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

Espaço Euclidiano:



P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>

Espaço Euclidiano:

A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico



P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>

Espaço Euclidiano:

A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico



P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>

Espaço Euclidiano:

A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico



P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>

Espaço Euclidiano:

A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico



A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>



A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>



A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>



A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>



A curvatura de Riemann 
e o desvio geodésico

P
<latexit sha1_base64="eFjN5fzSW60dtQrxF/qvqiS9t/c=">AAAB8nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqkyroMuiG5cV7AOmQ8mkmTY0kxmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaSvU14HA4Zx7uScnSKQw6LofTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0TZxqxlsslrHuBtRwKRRvoUDJu4nmNAok7wTj69zv3HNtRKzucJJwP6JDJULBKFrJ60UUR4zKrDntlyu1qjsDcX+RL6sCCzT75ffeIGZpxBUySY3xam6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh9yxVNOLGz2aRp+TEKgMSxto+hWSmLm9kNDJmEgV2Mo9ofnq5+JfnpRhe+plQSYpcsfmhMJUEY5L/nwyE5gzlxBLKtLBZCRtRTRnalkrLJfxP2vVq7axavz2vNK4WdRThCI7hFGpwAQ24gSa0gEEMD/AEzw46j86L8zofLTiLnUP4BuftE4nnkWs=</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="0iLF9upUDbUzR6XWm2uJS7IyW3s=">AAAB8nicdVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclWkVdFl047IF+4DpUDJppg3NZIbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2gr1dSBwOOde7skJEikMuu6Hs7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg7bJk414y0Wy1h3A2q4FIq3UKDk3URzGgWSd4LxTe537rk2IlZ3OEm4H9GhEqFgFK3k9SKKI0Zl1pz2S+VqxZ2BuL/Il1WGBRr90ntvELM04gqZpMZ4VTdBP6MaBZN8WuylhieUjemQe5YqGnHjZ7PIU3JqlQEJY22fQjJTlzcyGhkziQI7mUc0P71c/MvzUgyv/EyoJEWu2PxQmEqCMcn/TwZCc4ZyYgllWtishI2opgxtS8XlEv4n7Vqlel6pNS/K9etFHQU4hhM4gypcQh1uoQEtYBDDAzzBs4POo/PivM5HV5zFzhF8g/P2CYtskWw=</latexit>



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica:



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>

Basicamente o 
teorema de Pitágoras!



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>

ds2 = dr2 + r2d✓2 + r2 sin2 ✓d'2
<latexit sha1_base64="KSxJlwdJqDJjWLJ2Zln69r/6C7Y=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIQpkZBd0IRTcuK9gHdKYlk0nb0ExmSO4USul/uPFX3LhQxJXgwr8xbWehrQduODnnXpJ7gkRwDbb9beVWVtfWN/Kbha3tnd294v5BXcepoqxGYxGrZkA0E1yyGnAQrJkoRqJAsEYwuJ36jSFTmsfyAUYJ8yPSk7zLKQEjdYpuqNvudaja7pmp0IM+AzK/eJpLc84UjENvSFTS5223UyzZZXsGvEycjJRQhmqn+OmFMU0jJoEKonXLsRPwx0QBp4JNCl6qWULogPRYy1BJIqb98Wy3CT4xSoi7sTIlAc/U3xNjEmk9igLTGRHo60VvKv7ntVLoXvljLpMUmKTzh7qpwBDjaVA45IpRECNDCFXc/BXTPlGEgomzYEJwFldeJnW37JyX3fuLUuUmiyOPjtAxOkUOukQVdIeqqIYoekTP6BW9WU/Wi/Vufcxbc1Y2c4j+wPr6AQksoC8=</latexit>

Basicamente o 
teorema de Pitágoras!



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>

ds2 = dr2 + r2d✓2 + r2 sin2 ✓d'2
<latexit sha1_base64="KSxJlwdJqDJjWLJ2Zln69r/6C7Y=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIQpkZBd0IRTcuK9gHdKYlk0nb0ExmSO4USul/uPFX3LhQxJXgwr8xbWehrQduODnnXpJ7gkRwDbb9beVWVtfWN/Kbha3tnd294v5BXcepoqxGYxGrZkA0E1yyGnAQrJkoRqJAsEYwuJ36jSFTmsfyAUYJ8yPSk7zLKQEjdYpuqNvudaja7pmp0IM+AzK/eJpLc84UjENvSFTS5223UyzZZXsGvEycjJRQhmqn+OmFMU0jJoEKonXLsRPwx0QBp4JNCl6qWULogPRYy1BJIqb98Wy3CT4xSoi7sTIlAc/U3xNjEmk9igLTGRHo60VvKv7ntVLoXvljLpMUmKTzh7qpwBDjaVA45IpRECNDCFXc/BXTPlGEgomzYEJwFldeJnW37JyX3fuLUuUmiyOPjtAxOkUOukQVdIeqqIYoekTP6BW9WU/Wi/Vufcxbc1Y2c4j+wPr6AQksoC8=</latexit>

Usando uma definição apropriada de transporte paralelo,  podemos calcular o tensor de Riemann:

Ra
bcd

<latexit sha1_base64="+qzSdjDE5K6g5xzvFB/5r3B4U+k=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY9FLx6r2A9oY9lsNu3SzSbubgol5Hd48aCIV3+MN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5XsyZ0rb9bRXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW0WJJLRFIh7JrocV5UzQlmaa024sKQ49Tjve+GbmdyZUKhaJBz2NqRvioWABI1gbyb1/THE2SPvII342KFfsqj0HWiVOTiqQozkof/X9iCQhFZpwrFTPsWPtplhqRjjNSv1E0RiTMR7SnqECh1S56fzoDJ0ZxUdBJE0Jjebq74kUh0pNQ890hliP1LI3E//zeokOrtyUiTjRVJDFoiDhSEdolgDymaRE86khmEhmbkVkhCUm2uRUMiE4yy+vknat6lxUa3f1SuM6j6MIJ3AK5+DAJTTgFprQAgJP8Ayv8GZNrBfr3fpYtBasfOYY/sD6/AGnDpIF</latexit>

Basicamente o 
teorema de Pitágoras!



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>

ds2 = dr2 + r2d✓2 + r2 sin2 ✓d'2
<latexit sha1_base64="KSxJlwdJqDJjWLJ2Zln69r/6C7Y=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIQpkZBd0IRTcuK9gHdKYlk0nb0ExmSO4USul/uPFX3LhQxJXgwr8xbWehrQduODnnXpJ7gkRwDbb9beVWVtfWN/Kbha3tnd294v5BXcepoqxGYxGrZkA0E1yyGnAQrJkoRqJAsEYwuJ36jSFTmsfyAUYJ8yPSk7zLKQEjdYpuqNvudaja7pmp0IM+AzK/eJpLc84UjENvSFTS5223UyzZZXsGvEycjJRQhmqn+OmFMU0jJoEKonXLsRPwx0QBp4JNCl6qWULogPRYy1BJIqb98Wy3CT4xSoi7sTIlAc/U3xNjEmk9igLTGRHo60VvKv7ntVLoXvljLpMUmKTzh7qpwBDjaVA45IpRECNDCFXc/BXTPlGEgomzYEJwFldeJnW37JyX3fuLUuUmiyOPjtAxOkUOukQVdIeqqIYoekTP6BW9WU/Wi/Vufcxbc1Y2c4j+wPr6AQksoC8=</latexit>

Usando uma definição apropriada de transporte paralelo,  podemos calcular o tensor de Riemann:

Ra
bcd

<latexit sha1_base64="+qzSdjDE5K6g5xzvFB/5r3B4U+k=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY9FLx6r2A9oY9lsNu3SzSbubgol5Hd48aCIV3+MN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5XsyZ0rb9bRXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW0WJJLRFIh7JrocV5UzQlmaa024sKQ49Tjve+GbmdyZUKhaJBz2NqRvioWABI1gbyb1/THE2SPvII342KFfsqj0HWiVOTiqQozkof/X9iCQhFZpwrFTPsWPtplhqRjjNSv1E0RiTMR7SnqECh1S56fzoDJ0ZxUdBJE0Jjebq74kUh0pNQ890hliP1LI3E//zeokOrtyUiTjRVJDFoiDhSEdolgDymaRE86khmEhmbkVkhCUm2uRUMiE4yy+vknat6lxUa3f1SuM6j6MIJ3AK5+DAJTTgFprQAgJP8Ayv8GZNrBfr3fpYtBasfOYY/sD6/AGnDpIF</latexit>

R3

= 0
<latexit sha1_base64="zktYEiNmlzkLTaG2K81QieooZJM=">AAACBHicbVDLSsNAFJ3UV62vqMtuBovgqiStoBuh6MZlFfuAJpbJ9KYdOnkwMxFKyMKNv+LGhSJu/Qh3/o3TNgttPXDhcM693HuPF3MmlWV9G4WV1bX1jeJmaWt7Z3fP3D9oyygRFFo04pHoekQCZyG0FFMcurEAEngcOt74aup3HkBIFoV3ahKDG5BhyHxGidJS3yw7UhE6FsBTJyBq5HnpbXZfz9KLzOqbFatqzYCXiZ2TCsrR7JtfziCiSQChopxI2bOtWLkpEYpRDlnJSSTEehsZQk/TkAQg3XT2RIaPtTLAfiR0hQrP1N8TKQmknASe7pweKhe9qfif10uUf+6mLIwTBSGdL/ITjlWEp4ngARNAFZ9oQqhg+lZMR0QQqnRuJR2CvfjyMmnXqna9Wrs5rTQu8ziKqIyO0Amy0RlqoGvURC1E0SN6Rq/ozXgyXox342PeWjDymUP0B8bnDzrSmHQ=</latexit>

Basicamente o 
teorema de Pitágoras!



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>

ds2 = dr2 + r2d✓2 + r2 sin2 ✓d'2
<latexit sha1_base64="KSxJlwdJqDJjWLJ2Zln69r/6C7Y=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIQpkZBd0IRTcuK9gHdKYlk0nb0ExmSO4USul/uPFX3LhQxJXgwr8xbWehrQduODnnXpJ7gkRwDbb9beVWVtfWN/Kbha3tnd294v5BXcepoqxGYxGrZkA0E1yyGnAQrJkoRqJAsEYwuJ36jSFTmsfyAUYJ8yPSk7zLKQEjdYpuqNvudaja7pmp0IM+AzK/eJpLc84UjENvSFTS5223UyzZZXsGvEycjJRQhmqn+OmFMU0jJoEKonXLsRPwx0QBp4JNCl6qWULogPRYy1BJIqb98Wy3CT4xSoi7sTIlAc/U3xNjEmk9igLTGRHo60VvKv7ntVLoXvljLpMUmKTzh7qpwBDjaVA45IpRECNDCFXc/BXTPlGEgomzYEJwFldeJnW37JyX3fuLUuUmiyOPjtAxOkUOukQVdIeqqIYoekTP6BW9WU/Wi/Vufcxbc1Y2c4j+wPr6AQksoC8=</latexit>

Usando uma definição apropriada de transporte paralelo,  podemos calcular o tensor de Riemann:

Ra
bcd

<latexit sha1_base64="+qzSdjDE5K6g5xzvFB/5r3B4U+k=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY9FLx6r2A9oY9lsNu3SzSbubgol5Hd48aCIV3+MN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5XsyZ0rb9bRXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW0WJJLRFIh7JrocV5UzQlmaa024sKQ49Tjve+GbmdyZUKhaJBz2NqRvioWABI1gbyb1/THE2SPvII342KFfsqj0HWiVOTiqQozkof/X9iCQhFZpwrFTPsWPtplhqRjjNSv1E0RiTMR7SnqECh1S56fzoDJ0ZxUdBJE0Jjebq74kUh0pNQ890hliP1LI3E//zeokOrtyUiTjRVJDFoiDhSEdolgDymaRE86khmEhmbkVkhCUm2uRUMiE4yy+vknat6lxUa3f1SuM6j6MIJ3AK5+DAJTTgFprQAgJP8Ayv8GZNrBfr3fpYtBasfOYY/sD6/AGnDpIF</latexit>

R3

= 0
<latexit sha1_base64="zktYEiNmlzkLTaG2K81QieooZJM=">AAACBHicbVDLSsNAFJ3UV62vqMtuBovgqiStoBuh6MZlFfuAJpbJ9KYdOnkwMxFKyMKNv+LGhSJu/Qh3/o3TNgttPXDhcM693HuPF3MmlWV9G4WV1bX1jeJmaWt7Z3fP3D9oyygRFFo04pHoekQCZyG0FFMcurEAEngcOt74aup3HkBIFoV3ahKDG5BhyHxGidJS3yw7UhE6FsBTJyBq5HnpbXZfz9KLzOqbFatqzYCXiZ2TCsrR7JtfziCiSQChopxI2bOtWLkpEYpRDlnJSSTEehsZQk/TkAQg3XT2RIaPtTLAfiR0hQrP1N8TKQmknASe7pweKhe9qfif10uUf+6mLIwTBSGdL/ITjlWEp4ngARNAFZ9oQqhg+lZMR0QQqnRuJR2CvfjyMmnXqna9Wrs5rTQu8ziKqIyO0Amy0RlqoGvURC1E0SN6Rq/ozXgyXox342PeWjDymUP0B8bnDzrSmHQ=</latexit>

Basicamente o 
teorema de Pitágoras!

Fornece um diagnóstico
da planura do espaço.



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>

ds2 = dr2 + r2d✓2 + r2 sin2 ✓d'2
<latexit sha1_base64="KSxJlwdJqDJjWLJ2Zln69r/6C7Y=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIQpkZBd0IRTcuK9gHdKYlk0nb0ExmSO4USul/uPFX3LhQxJXgwr8xbWehrQduODnnXpJ7gkRwDbb9beVWVtfWN/Kbha3tnd294v5BXcepoqxGYxGrZkA0E1yyGnAQrJkoRqJAsEYwuJ36jSFTmsfyAUYJ8yPSk7zLKQEjdYpuqNvudaja7pmp0IM+AzK/eJpLc84UjENvSFTS5223UyzZZXsGvEycjJRQhmqn+OmFMU0jJoEKonXLsRPwx0QBp4JNCl6qWULogPRYy1BJIqb98Wy3CT4xSoi7sTIlAc/U3xNjEmk9igLTGRHo60VvKv7ntVLoXvljLpMUmKTzh7qpwBDjaVA45IpRECNDCFXc/BXTPlGEgomzYEJwFldeJnW37JyX3fuLUuUmiyOPjtAxOkUOukQVdIeqqIYoekTP6BW9WU/Wi/Vufcxbc1Y2c4j+wPr6AQksoC8=</latexit>

Usando uma definição apropriada de transporte paralelo,  podemos calcular o tensor de Riemann:

Ra
bcd

<latexit sha1_base64="+qzSdjDE5K6g5xzvFB/5r3B4U+k=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY9FLx6r2A9oY9lsNu3SzSbubgol5Hd48aCIV3+MN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5XsyZ0rb9bRXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW0WJJLRFIh7JrocV5UzQlmaa024sKQ49Tjve+GbmdyZUKhaJBz2NqRvioWABI1gbyb1/THE2SPvII342KFfsqj0HWiVOTiqQozkof/X9iCQhFZpwrFTPsWPtplhqRjjNSv1E0RiTMR7SnqECh1S56fzoDJ0ZxUdBJE0Jjebq74kUh0pNQ890hliP1LI3E//zeokOrtyUiTjRVJDFoiDhSEdolgDymaRE86khmEhmbkVkhCUm2uRUMiE4yy+vknat6lxUa3f1SuM6j6MIJ3AK5+DAJTTgFprQAgJP8Ayv8GZNrBfr3fpYtBasfOYY/sD6/AGnDpIF</latexit>

R3

= 0
<latexit sha1_base64="zktYEiNmlzkLTaG2K81QieooZJM=">AAACBHicbVDLSsNAFJ3UV62vqMtuBovgqiStoBuh6MZlFfuAJpbJ9KYdOnkwMxFKyMKNv+LGhSJu/Qh3/o3TNgttPXDhcM693HuPF3MmlWV9G4WV1bX1jeJmaWt7Z3fP3D9oyygRFFo04pHoekQCZyG0FFMcurEAEngcOt74aup3HkBIFoV3ahKDG5BhyHxGidJS3yw7UhE6FsBTJyBq5HnpbXZfz9KLzOqbFatqzYCXiZ2TCsrR7JtfziCiSQChopxI2bOtWLkpEYpRDlnJSSTEehsZQk/TkAQg3XT2RIaPtTLAfiR0hQrP1N8TKQmknASe7pweKhe9qfif10uUf+6mLIwTBSGdL/ITjlWEp4ngARNAFZ9oQqhg+lZMR0QQqnRuJR2CvfjyMmnXqna9Wrs5rTQu8ziKqIyO0Amy0RlqoGvURC1E0SN6Rq/ozXgyXox342PeWjDymUP0B8bnDzrSmHQ=</latexit>

O espaço Euclidiano (n-dimensional) é não curvo, ou plano. Mas se considerarmos um espaço com uma métrica geral:

ds2 =
3X

a,b=1

gab(x
1, x2, x3)dxadxb

<latexit sha1_base64="4OWQnph/fEWS7zNL9g6urJ3jyjk=">AAACGHicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0WoUGqSCropFN24rGAf0CZhMpnUoZMHMxNpCfkMN/6KGxeKuO3Ov3H6WGjrgTsczrmXO/e4MaNC6vq3lltb39jcym8Xdnb39g+Kh0dtESUckxaOWMS7LhKE0ZC0JJWMdGNOUOAy0nGHt1O/80S4oFH4IMcxsQI0CKlPMZJKcooXnrDNel8kgZOiils3Mrs2UNTNyiPbqIxsU1Xt3BvZCKrHdYolvarPAFeJsSAlsEDTKU76XoSTgIQSMyREz9BjaaWIS4oZyQr9RJAY4SEakJ6iIQqIsNLZYRk8U4oH/YirCiWcqb8nUhQIMQ5c1Rkg+SiWvan4n9dLpH9tpTSME0lCPF/kJwzKCE5Tgh7lBEs2VgRhTtVfIX5EHGGpsiyoEIzlk1dJ26watap5f1lq3CziyIMTcArKwABXoAHuQBO0AAbP4BW8gw/tRXvTPrWveWtOW8wcgz/QJj9f5J64</latexit>

Basicamente o 
teorema de Pitágoras!

Fornece um diagnóstico
da planura do espaço.



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>

ds2 = dr2 + r2d✓2 + r2 sin2 ✓d'2
<latexit sha1_base64="KSxJlwdJqDJjWLJ2Zln69r/6C7Y=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIQpkZBd0IRTcuK9gHdKYlk0nb0ExmSO4USul/uPFX3LhQxJXgwr8xbWehrQduODnnXpJ7gkRwDbb9beVWVtfWN/Kbha3tnd294v5BXcepoqxGYxGrZkA0E1yyGnAQrJkoRqJAsEYwuJ36jSFTmsfyAUYJ8yPSk7zLKQEjdYpuqNvudaja7pmp0IM+AzK/eJpLc84UjENvSFTS5223UyzZZXsGvEycjJRQhmqn+OmFMU0jJoEKonXLsRPwx0QBp4JNCl6qWULogPRYy1BJIqb98Wy3CT4xSoi7sTIlAc/U3xNjEmk9igLTGRHo60VvKv7ntVLoXvljLpMUmKTzh7qpwBDjaVA45IpRECNDCFXc/BXTPlGEgomzYEJwFldeJnW37JyX3fuLUuUmiyOPjtAxOkUOukQVdIeqqIYoekTP6BW9WU/Wi/Vufcxbc1Y2c4j+wPr6AQksoC8=</latexit>

Usando uma definição apropriada de transporte paralelo,  podemos calcular o tensor de Riemann:

Ra
bcd

<latexit sha1_base64="+qzSdjDE5K6g5xzvFB/5r3B4U+k=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY9FLx6r2A9oY9lsNu3SzSbubgol5Hd48aCIV3+MN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5XsyZ0rb9bRXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW0WJJLRFIh7JrocV5UzQlmaa024sKQ49Tjve+GbmdyZUKhaJBz2NqRvioWABI1gbyb1/THE2SPvII342KFfsqj0HWiVOTiqQozkof/X9iCQhFZpwrFTPsWPtplhqRjjNSv1E0RiTMR7SnqECh1S56fzoDJ0ZxUdBJE0Jjebq74kUh0pNQ890hliP1LI3E//zeokOrtyUiTjRVJDFoiDhSEdolgDymaRE86khmEhmbkVkhCUm2uRUMiE4yy+vknat6lxUa3f1SuM6j6MIJ3AK5+DAJTTgFprQAgJP8Ayv8GZNrBfr3fpYtBasfOYY/sD6/AGnDpIF</latexit>

R3

= 0
<latexit sha1_base64="zktYEiNmlzkLTaG2K81QieooZJM=">AAACBHicbVDLSsNAFJ3UV62vqMtuBovgqiStoBuh6MZlFfuAJpbJ9KYdOnkwMxFKyMKNv+LGhSJu/Qh3/o3TNgttPXDhcM693HuPF3MmlWV9G4WV1bX1jeJmaWt7Z3fP3D9oyygRFFo04pHoekQCZyG0FFMcurEAEngcOt74aup3HkBIFoV3ahKDG5BhyHxGidJS3yw7UhE6FsBTJyBq5HnpbXZfz9KLzOqbFatqzYCXiZ2TCsrR7JtfziCiSQChopxI2bOtWLkpEYpRDlnJSSTEehsZQk/TkAQg3XT2RIaPtTLAfiR0hQrP1N8TKQmknASe7pweKhe9qfif10uUf+6mLIwTBSGdL/ITjlWEp4ngARNAFZ9oQqhg+lZMR0QQqnRuJR2CvfjyMmnXqna9Wrs5rTQu8ziKqIyO0Amy0RlqoGvURC1E0SN6Rq/ozXgyXox342PeWjDymUP0B8bnDzrSmHQ=</latexit>

O espaço Euclidiano (n-dimensional) é não curvo, ou plano. Mas se considerarmos um espaço com uma métrica geral:

ds2 =
3X

a,b=1

gab(x
1, x2, x3)dxadxb

<latexit sha1_base64="4OWQnph/fEWS7zNL9g6urJ3jyjk=">AAACGHicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0WoUGqSCropFN24rGAf0CZhMpnUoZMHMxNpCfkMN/6KGxeKuO3Ov3H6WGjrgTsczrmXO/e4MaNC6vq3lltb39jcym8Xdnb39g+Kh0dtESUckxaOWMS7LhKE0ZC0JJWMdGNOUOAy0nGHt1O/80S4oFH4IMcxsQI0CKlPMZJKcooXnrDNel8kgZOiils3Mrs2UNTNyiPbqIxsU1Xt3BvZCKrHdYolvarPAFeJsSAlsEDTKU76XoSTgIQSMyREz9BjaaWIS4oZyQr9RJAY4SEakJ6iIQqIsNLZYRk8U4oH/YirCiWcqb8nUhQIMQ5c1Rkg+SiWvan4n9dLpH9tpTSME0lCPF/kJwzKCE5Tgh7lBEs2VgRhTtVfIX5EHGGpsiyoEIzlk1dJ26watap5f1lq3CziyIMTcArKwABXoAHuQBO0AAbP4BW8gw/tRXvTPrWveWtOW8wcgz/QJj9f5J64</latexit>

Em geral teremos um espaço não-Euclidiano com:

Ra
bcd 6= 0

<latexit sha1_base64="E2VhlgeSAjiAoxAeXDbOhsDtH3Y=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgqiRV0GXRjcsq9gFNDJPJpB06mcSZiRBC/BU3LhRx64e482+ctllo64ELh3Pu5d57/IRRqSzr26isrK6tb1Q3a1vbO7t75v5BT8apwKSLYxaLgY8kYZSTrqKKkUEiCIp8Rvr+5Grq9x+JkDTmdypLiBuhEachxUhpyTPrt/c5KrzcgT4OCoeTB2h5ZsNqWjPAZWKXpAFKdDzzywlinEaEK8yQlEPbSpSbI6EoZqSoOakkCcITNCJDTTmKiHTz2fEFPNZKAMNY6OIKztTfEzmKpMwiX3dGSI3lojcV//OGqQov3JzyJFWE4/miMGVQxXCaBAyoIFixTBOEBdW3QjxGAmGl86rpEOzFl5dJr9W0T5utm7NG+7KMowoOwRE4ATY4B21wDTqgCzDIwDN4BW/Gk/FivBsf89aKUc7UwR8Ynz8RI5Ri</latexit>

Basicamente o 
teorema de Pitágoras!

Fornece um diagnóstico
da planura do espaço.



Curvatura definida da métrica

Consideramos um espaço, por exemplo: R3
<latexit sha1_base64="YJZXRa8TRhnJOIMSfnf9JVSmBKs=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiStoMuiG5dV7AOaWCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOkHCmtON8W6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APjzqqDiVhLZJzGPZC7CinAna1kxz2kskxVHAaTeY3OR+94lKxWLxoKcJ9SM8EixkBGsjeV6E9TgIsvvZY2NgV52aMwdaJW5BqlCgNbC/vGFM0ogKTThWqu86ifYzLDUjnM4qXqpogskEj2jfUIEjqvxsnnmGzowyRGEszRMazdXfGxmOlJpGgZnMM6plLxf/8/qpDq/8jIkk1VSQxaEw5UjHKC8ADZmkRPOpIZhIZrIiMsYSE21qqpgS3OUvr5JOveY2avW7i2rzuqijDCdwCufgwiU04RZa0AYCCTzDK7xZqfVivVsfi9GSVewcwx9Ynz/s9JGb</latexit>

Atribuímos ao espaço uma métrica: ds2 = dx2 + dy2 + dz2
<latexit sha1_base64="TfcylzqswXuebBls2p7EwhLiPrI=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBEEoSRR0I1QdOOygn1Am5bJZNIOnUzCzESMof6KGxeKuPVD3Pk3TtostPXAvRzOuZe5c7yYUaks69tYWl5ZXVsvbZQ3t7Z3ds29/ZaMEoFJE0csEh0PScIoJ01FFSOdWBAUeoy0vfF17rfviZA04ncqjYkboiGnAcVIaWlgVnzZdy79h75z4qd5e+w7A7Nq1awp4CKxC1IFBRoD86vnRzgJCVeYISm7thUrN0NCUczIpNxLJIkRHqMh6WrKUUikm02Pn8AjrfgwiIQuruBU/b2RoVDKNPT0ZIjUSM57ufif101UcOFmlMeJIhzPHgoSBlUE8ySgTwXBiqWaICyovhXiERIIK51XWYdgz395kbScmn1ac27PqvWrIo4SOACH4BjY4BzUwQ1ogCbAIAXP4BW8GU/Gi/FufMxGl4xipwL+wPj8AfgVk64=</latexit>

ds2 = dr2 + r2d✓2 + r2 sin2 ✓d'2
<latexit sha1_base64="KSxJlwdJqDJjWLJ2Zln69r/6C7Y=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIQpkZBd0IRTcuK9gHdKYlk0nb0ExmSO4USul/uPFX3LhQxJXgwr8xbWehrQduODnnXpJ7gkRwDbb9beVWVtfWN/Kbha3tnd294v5BXcepoqxGYxGrZkA0E1yyGnAQrJkoRqJAsEYwuJ36jSFTmsfyAUYJ8yPSk7zLKQEjdYpuqNvudaja7pmp0IM+AzK/eJpLc84UjENvSFTS5223UyzZZXsGvEycjJRQhmqn+OmFMU0jJoEKonXLsRPwx0QBp4JNCl6qWULogPRYy1BJIqb98Wy3CT4xSoi7sTIlAc/U3xNjEmk9igLTGRHo60VvKv7ntVLoXvljLpMUmKTzh7qpwBDjaVA45IpRECNDCFXc/BXTPlGEgomzYEJwFldeJnW37JyX3fuLUuUmiyOPjtAxOkUOukQVdIeqqIYoekTP6BW9WU/Wi/Vufcxbc1Y2c4j+wPr6AQksoC8=</latexit>

Usando uma definição apropriada de transporte paralelo,  podemos calcular o tensor de Riemann:

Ra
bcd

<latexit sha1_base64="+qzSdjDE5K6g5xzvFB/5r3B4U+k=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY9FLx6r2A9oY9lsNu3SzSbubgol5Hd48aCIV3+MN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5XsyZ0rb9bRXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW0WJJLRFIh7JrocV5UzQlmaa024sKQ49Tjve+GbmdyZUKhaJBz2NqRvioWABI1gbyb1/THE2SPvII342KFfsqj0HWiVOTiqQozkof/X9iCQhFZpwrFTPsWPtplhqRjjNSv1E0RiTMR7SnqECh1S56fzoDJ0ZxUdBJE0Jjebq74kUh0pNQ890hliP1LI3E//zeokOrtyUiTjRVJDFoiDhSEdolgDymaRE86khmEhmbkVkhCUm2uRUMiE4yy+vknat6lxUa3f1SuM6j6MIJ3AK5+DAJTTgFprQAgJP8Ayv8GZNrBfr3fpYtBasfOYY/sD6/AGnDpIF</latexit>

R3

= 0
<latexit sha1_base64="zktYEiNmlzkLTaG2K81QieooZJM=">AAACBHicbVDLSsNAFJ3UV62vqMtuBovgqiStoBuh6MZlFfuAJpbJ9KYdOnkwMxFKyMKNv+LGhSJu/Qh3/o3TNgttPXDhcM693HuPF3MmlWV9G4WV1bX1jeJmaWt7Z3fP3D9oyygRFFo04pHoekQCZyG0FFMcurEAEngcOt74aup3HkBIFoV3ahKDG5BhyHxGidJS3yw7UhE6FsBTJyBq5HnpbXZfz9KLzOqbFatqzYCXiZ2TCsrR7JtfziCiSQChopxI2bOtWLkpEYpRDlnJSSTEehsZQk/TkAQg3XT2RIaPtTLAfiR0hQrP1N8TKQmknASe7pweKhe9qfif10uUf+6mLIwTBSGdL/ITjlWEp4ngARNAFZ9oQqhg+lZMR0QQqnRuJR2CvfjyMmnXqna9Wrs5rTQu8ziKqIyO0Amy0RlqoGvURC1E0SN6Rq/ozXgyXox342PeWjDymUP0B8bnDzrSmHQ=</latexit>

O espaço Euclidiano (n-dimensional) é não curvo, ou plano. Mas se considerarmos um espaço com uma métrica geral:

ds2 =
3X

a,b=1

gab(x
1, x2, x3)dxadxb

<latexit sha1_base64="4OWQnph/fEWS7zNL9g6urJ3jyjk=">AAACGHicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0WoUGqSCropFN24rGAf0CZhMpnUoZMHMxNpCfkMN/6KGxeKuO3Ov3H6WGjrgTsczrmXO/e4MaNC6vq3lltb39jcym8Xdnb39g+Kh0dtESUckxaOWMS7LhKE0ZC0JJWMdGNOUOAy0nGHt1O/80S4oFH4IMcxsQI0CKlPMZJKcooXnrDNel8kgZOiils3Mrs2UNTNyiPbqIxsU1Xt3BvZCKrHdYolvarPAFeJsSAlsEDTKU76XoSTgIQSMyREz9BjaaWIS4oZyQr9RJAY4SEakJ6iIQqIsNLZYRk8U4oH/YirCiWcqb8nUhQIMQ5c1Rkg+SiWvan4n9dLpH9tpTSME0lCPF/kJwzKCE5Tgh7lBEs2VgRhTtVfIX5EHGGpsiyoEIzlk1dJ26watap5f1lq3CziyIMTcArKwABXoAHuQBO0AAbP4BW8gw/tRXvTPrWveWtOW8wcgz/QJj9f5J64</latexit>

Em geral teremos um espaço não-Euclidiano com:

Ra
bcd 6= 0

<latexit sha1_base64="E2VhlgeSAjiAoxAeXDbOhsDtH3Y=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgqiRV0GXRjcsq9gFNDJPJpB06mcSZiRBC/BU3LhRx64e482+ctllo64ELh3Pu5d57/IRRqSzr26isrK6tb1Q3a1vbO7t75v5BT8apwKSLYxaLgY8kYZSTrqKKkUEiCIp8Rvr+5Grq9x+JkDTmdypLiBuhEachxUhpyTPrt/c5KrzcgT4OCoeTB2h5ZsNqWjPAZWKXpAFKdDzzywlinEaEK8yQlEPbSpSbI6EoZqSoOakkCcITNCJDTTmKiHTz2fEFPNZKAMNY6OIKztTfEzmKpMwiX3dGSI3lojcV//OGqQov3JzyJFWE4/miMGVQxXCaBAyoIFixTBOEBdW3QjxGAmGl86rpEOzFl5dJr9W0T5utm7NG+7KMowoOwRE4ATY4B21wDTqgCzDIwDN4BW/Gk/FivBsf89aKUc7UwR8Ynz8RI5Ri</latexit>

Basicamente o 
teorema de Pitágoras!

Fornece um diagnóstico
da planura do espaço.

Facilmente extensível
para n-dimensões.

Componentes independentes
do tensor de Riemann:

n=2, 1 componente
n=3, 6 componentes
n=4, 20 componentes

….
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O formalismo natural para estudar Cosmologia é a Relatividade 
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Formalismo Matemático

O formalismo natural para estudar Cosmologia é a Relatividade 
Geral, baseada nas equações de Einstein:

Gµ⌫ =
8⇡G

c4
Tµ⌫

RHS:        é o tensor de impulsão energia que especifica o conteúdo 
material do sistema considerado - o Universo.

Tµ⌫

As equações de Einstein são equações diferenciais de segunda 
ordem a derivadas parciais. Pretendemos encontrar soluções não 
triviais.

LHS:        é o tensor de Einstein, construído da métrica       e suas 
primeiras e segundas derivadas de um modo não linear;

Gµ⌫ gµ⌫
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Lado esquerdo das equações de Einstein:

Hipótese: princípio cosmológico: 
o Universo é homogéneo e isotrópico

Métrica que descreve o Universo tem a seguinte forma:

ds2 = �dt2 + a(t)2ds23

onde a métrica espacial pode representar:
- uma esfera (modelo k=+1);
- um plano (modelo k=0);
- um hiperboloide (modelo k=-1);

Estes são os modelos de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker 
(FLRW); a dinâmica do Universo é totalmente descrita pela função 
a(t), denominada factor de escala. 



Espaços maximalmente simétricos:

• Em n dimensões têm n(n + 1)/2 campos de vectores de
Killing independentes. Em n = 3 temos 6 isometrias.

• São espaços de curvatura constante. Logo

Rµν = k(n − 1)gµν

• Marcando 3 pontos e as geodésicas entre eles obtemos
triângulos com soma dos ângulos =, < ou > que π:

k=0 k=−1 k=+1

PLANO ABERTO FECHADO

COSMOLOGIA QUÂNTICA I – p.7
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Lado direito das equações de Einstein:

Hipótese: conteúdo material do Universo pode ser representado por 
um fluido perfeito.

Tensor de impulsão-energia é:

consideram-se diferentes fluidos, considerando diferentes equações 
de estado, isto é, relações entre densidade e pressão.

Tµ⌫ = (⇢+ p)uµu⌫ + pgµ⌫

No modelo Lambda-CDM consideram-se 3 tipos de fluido:
- matéria:
- radiação:
- constante cosmológica: 

⇢ > 0, p = 0;

p = �⇢

p = ⇢/3, ⇢ > 0



Dinâmica do Universo
Com os pressupostos anteriores, as equações de Einstein
juntamente com a conservação de energia reduzem-se a:

• Equação de Friedmann
(

ȧ

a

)2

+
k

a2
=

8πG

3
ρ ,

• equação de conservação de energia

d

dt

(

a3(p + ρ)
)

= ṗa3 ,

• que implicam a equação de Raychaudhuri

ä

a
= −

8πG

6
(ρ + 3p) .
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p=0) ⇢ =
const.

a3
<latexit sha1_base64="2MgvY+4QgULjIG5jZG0i3fAQmnQ="></latexit>



A equação de Raychaudhuri

A equação
ä

a
= −

8πG

6
(ρ + 3p) .

diz-nos que
ρ + 3p > 0 ⇔ ä < 0 .

ou ainda

Condição de energia forte⇔ Expansão desacelerada

Esta condição é obedecida para matéria e radiação.
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A equação de Raychaudhuri

A equação
ä

a
= −

8πG

6
(ρ + 3p) .

diz-nos que
ρ + 3p > 0 ⇔ ä < 0 .

ou ainda

Condição de energia forte⇔ Expansão desacelerada

Esta condição é obedecida para matéria e radiação.

COSMOLOGIA QUÂNTICA I – p.10

Dinâmica do Universo
Qualitativamente:

ABERTO

FECHADO

TEMPO

FA
C

TO
R

 D
E 

ES
C

A
LA

FUTUROPASSADO

HOJE

SEM GRAVIDADE

Linha tracejada: Matéria a(t) ∼ t2/3; Radiação a(t) ∼ t1/2.
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Épocas inflacionárias são épocas que esta condição é violada:
O que é a Inflação?
Cosmológica: crescimento acelerado do factor de escala

COSMOLOGIA QUÂNTICA I – p.14
Há um crescimento acelerado do factor de escala.



Sobre a constante cosmológica
• Podemos pensar na constante cosmológica como um caso
especial de fluido perfeito. De facto

Tµν = (ρ + p)uµuν + pgµν
p=−ρ=−Λ⇒ Tµν = −Λgµν ;

• Para Λ > 0, a condição de energia forte não é obedecida

ρ + 3p > 0
p=−ρ⇔ −2ρ > 0 (falso) .

• Da equação de conservação de energia vemos que a
constante cosmológica é um conteúdo material especial

d

dt

(

a3(p + ρ)
)

= ṗa3 ⇒















Mat. d
dt

(a3ρ) = 0 ⇒ ρ ∼ 1/a3

Rad. d
dt

(a4ρ) = 0 ⇒ ρ ∼ 1/a4

Λ d
dt

(ρ) = 0 ⇒ ρ ∼ const.

A constante cosmológica não se dilui com a expansão.
COSMOLOGIA QUÂNTICA I – p.21



Inflação Cosmológica
Inflação é uma época em que ä > 0. Requer um tipo exótico de
matéria que produza gravidade repulsiva.

Os modelos típicos de inflação consideram um campo escalar Φ,
com um potencial V (Φ) acoplado à gravidade. Estes modelos
são descritos pela acção

S =
1

16πG

∫

d4x
√
−g

[

R −
1

2
∂µΦ∂µΦ − V (Φ)

]

.

Ou seja, o conteúdo material - campo escalar - tem o tensor de
impulsão energia

Tµν = ∂µΦ∂νΦ −
1

2
gµν∂αΦ∂αΦ − gµνV (Φ) .
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Dinâmica do Universo
As equações de movimento da acção anterior, com a hipótese
Φ = Φ(t) reduzem-se a:

• Equação de Friedmann
(

ȧ

a

)2

+
k

a2
=

1

6

[

Φ̇2

2
+ V (Φ)

]

,

• equação do campo escalar

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇ +

dV

dΦ
= 0 ,

• que implicam a equação de Raychaudhuri

ä

a
=

1

6

(

−Φ̇2 + V (Φ)
)

.
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A equação de Raychaudhuri

A equação
ä

a
=

1

6

(

−Φ̇2 + V (Φ)
)

.

diz-nos que
−Φ̇2 + V (Φ) > 0 ⇔ ä > 0 .

ou seja

V (Φ) > Φ̇2 ⇔ Expansão acelerada

Se o inflatão (Φ) rolar lentamente ao longo de um potencial

positivo, a gravidade torna-se repulsiva.
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Dinâmica do Universo
Qualitativamente:

V (Φ)

ΦΦ0 tinicial tfinal

FA
CT

O
R 

D
E 

ES
CA

LA

TEMPO

Onde
(

dΦ

dt

)

(tinicial) = 0 , Φ(tinicial) = Φ0 , V (Φ0) > 0 .
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A constante cosmológica
Se a dinâmica do campo escalar é dominada pela energia
potencial de um potencial constante, então

Tµν = ∂µΦ∂νΦ − 1
2gµν∂αΦ∂αΦ − gµνV (Φ)

" −V (Φ)gµν = −Λgµν ,

onde Λ > 0 é denominada constante cosmológica.
Ou seja,

V (Φ) V (Φ)

Λ

ΦΦ0 Φ0 Φ

"
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O Universo de de Sitter
Se o tensor de impulsão energia for exactamente o de uma
constante cosmológica positiva

Tµν = −Λgµν ,

a solução exacta das equações de Einstein é denominada o
universo de de Sitter.

ds2 = −dt2 + e±
√

Λtds2(R3) .

Corresponde a um universo que inflaciona eternamente.
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Porque queremos inflação?
Nos modelos actuais consideram-se duas épocas inflacionárias:

• Inflação primordial: terá acontecido pouco depois da época de
Planck (entre ! 10−37 até ! 10−35 segundos). É importante para
resolver alguns problemas teóricos do modelo padrão;

• Inflação actual: acontece agora. É importante porque é
observada! (Riess et al. 1998)
De acordo com os dados do satélite WMAP, o conteúdo material
do universo hoje é

• Matéria bariónica: ΩB ! 4.4%;
• Matéria escura: ΩDM ! 22%;
• Energia escura: ΩΛ ! 73%;
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Factor de Escala com Inflações:

TEMPO

FA
CT

O
R 

D
E 

ES
CA

LA

T1 T2 T3 T4
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O problema do horizonte
A radiação cósmica de fundo é extremamente isotrópica tendo
um espectro de corpo negro. Termalização implica que todos os
pontos de onde recebemos radiação tenham estado em contacto
térmico. Contudo

τ=0

τ=π

τ

τ

Horizonte de particula hoje
(hoje)

(desacoplamento)

na altura do desacoplamento
Horizontes de particula 

O horizonte de partícula na altura do desacoplamento
corresponde hoje a um ângulo de cerca de 2o do céu!
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Crescimento da esfera de Hubble num 
Universo em 
expansão 
acelerada

A esfera de Hubble
diminui em 
coordenadas 

có-moveis

A região que já esteve 
causalmente ligada é 
maior do que a esfera 

de Hubble.



Problema do Horizonte nos modelos de FLRW sem inflação

No desacoplamento: regiões 
disjuntas de contacto causal 
(vermelho e azul) e esfera de 

Hubble de um observador 
(cinzento).



Problema do Horizonte nos models de FLRW sem inflação

Observador vê regiões 
causalmente desligadas 
(no desacoplamento)

mas com propriedades
 semelhantes.



Resolução do problema do Horizonte pela inflação
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Resolução do problema do Horizonte pela inflação

No desacoplamento: esferas 
de Hubble de dois pontos 
(vermelho e azul) e de um 

observador (cinzento).

A região que já esteve 
causalmente ligada 
engloba regiões a 

vermelho 
e azul.



A solução da inflação
‘Inflacionando’ as escalas colocamos o horizonte actual dentro
do horizonte causal antes de começar o período inflacionário.

cm10

cm1028

283*10−25cm

Hoje

Hoje

Inf
lac
ao

1mm Desace
leracao

Desaceleracao
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Sobre o Big Bang
O ponto onde o factor de escala se torna zero é, em geral, uma
singularidade de curvatura. Por exemplo, o escalar de Ricci
diverge

R = 6

(

ȧ2 + aä + k
)

a2
.

Isto signifi ca que a teoria de Einstein deixa de ser aplicável perto de a = 0.

Este ponto é sempre atingido algures no passado na cosmologia
padrão. Genericamente, se a condição de energia forte é
obedecida, em conjunto com certas hipóteses sobre causalidade,
a singularidade do Big Bang é sempre atingida (Teoremas de
Singularidades, Penrose e Hawking 1970).

Excepção: Para t pequeno a(t) ∼ t , k = −1 , ⇒ R = 0.
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Epílogo
Para além da Relatividade Geral



Para além da Relatividade Geral clássica 
consiste em considerar:

- modelos inspirados em descrições fundamentais;
- modelos semi-clássicos;

- modelos clássicos fenomenológicos;
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Relembrar a História:

Anomalia de Úrano (1781) Anomalia de Mercúrio (1859)

Sugeriu-se um 
“planeta escuro”

(Neptuno encontrado em 1846) 

Sugeriu-se um
“planeta escuro”

(nenhum encontrado) 

Várias modificações da gravidade;
as simples falham;

RG (1915) resultou - mas é revolucionária!
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